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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальность темы исследований. Стремительные перемены, 
происходящие в мире, ставят перед наукой много вопросов, связанных с 
перспективами развития экономики, ее ближайшим и отдаленным будущим. В 
современных условиях повышение эффективности перемещения товаров от 
производителя к потребителям, информации между компьютерами через 
электронные сети по всему миру с меньшими затратами является актуальной 
проблемой. Выбор оптимальных решений таких задач в контексте 
глобализации современного мира требует научного поиска в этой области. 
Известно, что  графовые модели (т.е. математические модели, имеющие в 
своей основе графы и процессы на графах) предоставляют необходимую основу 
для решения задач из самых различных областей: экономики, физики, химии, 
планово-производственной практики, управления производством, сетевого и 
календарного планирования, информационных сетей и многих других. 
Классическими достижениями этой области математического моделирования 
являются законы Кирхгофа для электрических цепей, открытие А.Келли 
природы химических изомеров и созданная Л.Р. Фордом и Д.Р. Фалкерсоном 
теория потоков в сетях. 
Если приписать каждой дуге ориентированного графа поток некоторого 
вещества, граф становится удобной моделью при исследовании целого ряда 
проблем в транспорте, связи и других областях, связанных с движением 
товаров, информации и т.п. 
Задача поиска потока максимальной величины  и двойственная ей задача 
поиска минимального разреза – это классические задачи теории потоков в 
сетях, имеющие важные научные и практические приложения. Например, 
определение максимальной интенсивности транспортного потока между двумя 
пунктами и определение части сети дорог, которая насыщена и образует «узкое 
место». 
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Обычно поток не перемещается по сети мгновенно, а требуется 
определенное время для прохождения по каждой дуге. В частности, когда 
принимается решение о маршрутизации пакета в одной части сети, результат 
может быть заметен в другой части сети спустя некоторое время. 
Следовательно, не только величина передающегося потока, но и время, 
требуемое для передачи, играет важную роль. 
Изменение потока с течением времени – это важная особенность задачи о 
потоке в сети, возникающая в различных приложениях, таких как управление 
дорожным и воздушным движением, информационные сети (в том числе 
Интернет) и финансовые потоки. В таких приложениях величины потока по 
дугам непостоянны и могут изменяться с течением времени. 
Указанные выше стороны потока в сети не охватываются классическими 
моделями стационарного потока. В таких случаях появляется необходимость в 
рассмотрении потока, изменяющегося с течением времени, т.е. динамического 
потока, который включает временное измерение и поэтому является более 
удобным инструментом моделирования многих практических задач. 
В классической постановке задач о потоках в сетях граф выступает в 
качестве носителя задачи о потоке (определяет топологию задачи и пропускную 
способность дуг), далее рассматривается два класса задач – задачи о 
стационарном потоке (т.е. в которых поток не меняется во времени) и 
динамические (в терминологии Л. Форда и Д. Фалкерсона), когда поток 
меняется в дискретном времени.  Теорию стационарных задач, в отличие от 
динамических, можно считать завершенной.      
Последнее время получило развитие исследование сетей с ограничениями 
на достижимость, которые являются средством для моделирования 
производственных процессов и телекоммуникационных сетей при наличии 
ограничений на порядок выполнения отдельных работ, правил транспортировки 
и т.п. 1. Обычная (стандартная) достижимость предполагает, что допустимыми 
                                               
1
 Ерусалимский Я.М. Графы с нестандартной достижимостью. Задачи, приложения: моногр. /                         
Я.М. Ерусалимский, В.А. Скороходов, М.В. Кузьминова, А.Г. Петросян. –Ростов-на-Дону: Южный 
федеральный университет, 2009. – 195с. 
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являются все возможные пути на графе. Нестандартная достижимость 
предполагает, что допустимыми являются не все возможные пути на графе, а 
только те, которые удовлетворяют некоторым дополнительным условиям. В 
зависимости от того, какие условия рассматриваются, возникают разные виды 
нестандартной достижимости. Это означает, что в таких сетях не только 
топология графа и пропускные способности дуг являются основными их 
характеристиками,  новой характеристикой сети становится  тип достижимости. 
Такие сети мы называем сетями с нестандартной достижимостью. Эти сети 
являются новым классом графовых математических моделей и расширяют 
класс задач, к которым графовые модели применимы. 
Степень разработанности проблемы. Исследованиями в области  
графовых моделей и разработки алгоритмов решения задач на таких моделях  
занимались многие ученые, как в нашей стране, так и за рубежом. Выдающимся 
достижением в этой области следует назвать теорию потоков в сетях, 
созданную Л.Р. Фордом и Д.Р. Фалкерсоном. Дальнейшее развитие эта теория 
получила в работах Е.А. Диница, Дж. Р. Эдмондса и Р.М. Карпа, А.В. 
Карзанова, А.В. Голдберга и многих других. Впервые задачи о нестандартной 
достижимости рассмотрены в работах Я.М. Ерусалимского и Е.О. Басанговой, 
далее в работах А.Г. Петросяна, В.А. Скороходова и других рассматривались 
стацинарные потоковые задачи на таких сетях, в работах М.В.Кузьминовой 
начато рассмотрение динамических задач на сетях с нестандартной 
достижимостью. 
Объект и предмет исследования. Объектом исследования являются 
графы с нестандартной достижимостью и динамические графы, в том числе с 
нестандартной достижимостью. Предметом диссертационного исследования 
являются решения задач поиска максимального потока на графах с 
нестандартной достижимостью и максимального динамического потока. 
Цель исследования. Целью исследования является поиск алгоритмов для 
решения задач о максимальном потоке на графах с дополнительными 
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ограничениями на достижимость, а также построение алгоритмов для поиска 
максимального всплеска в сети и нахождения максимального объема сети. 
Научная новизна диссертационного исследования заключается в 
доказательстве NP-полноты задачи поиска максимального потока на графах с 
некоторыми видами нестандартной достижимости, построении 
полиномиальных алгоритмов для задачи поиска максимального потока для 
других видов нестандартной достижимости, постановка  задачи о 
максимальном всплеске и о максимальном объѐме   сети  и   построении 
алгоритмов для их нахождения. 
Научная и практическая значимость. Работа носит теоретический 
характер. Полученные в диссертации результаты могут найти применение в 
задачах логистики и маршрутизации в коммуникационных сетях. 
Достоверность и обоснованность полученных в диссертационном 
исследовании теоретических результатов обеспечивается корректным 
применением математического аппарата, строгим математическим 
обоснованием предложенных методов и алгоритмов. 
Основные положения диссертационного исследования, выносимые на 
защиту: 
1. Доказана NP-полнота задачи нахождения максимального потока для 
сетей с барьерными ограничениями на достижимость, вентильными 
ограничениями на достижимость (при 2k ), магнитными 
ограничениями на достижимость, монотонными ограничениями на 
достижимость. 
2. Построены полиномиальные алгоритмы нахождения максимального 
потока  для задачи поиска потока максимальной величины в сети с 
вентильными достижимостями при 1k  и для задачи поиска потока 
максимальной величины для графов с ограниченными магнитными 
достижимостями. 
3. Исследована задача нахождения максимального всплеска в сети, и 
приведен алгоритм ее решения. 
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4. Исследована задача нахождения максимального объема сети, и 
приведен алгоритм ее решения. 
Апробация работы. Основные результаты работы докладывались 
соискателем на Воронежской весенней математической  школе «Понтрягинские 
чтения» в 2008, 2009 и 2010 годах, на семинарах кафедра кафедры алгебры и 
дискретной математики ЮФУ, кафедры математического моделирования 
ЮФУ. Работа поддержана ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры 
инновационной России», Государственный контракт № 02.740.11.0208 от 7 
июля 2009 г. 
Публикации. Содержание диссертационного исследования и его 
результаты изложены в публикациях автора. По теме диссертации 
опубликовано 7 научных работ, 2 работы написаны без соавторов. Общий 
объем работ, опубликованных по теме диссертации, – 5,7 п.л. Список 
публикаций приведен в конце автореферата. 
Структура диссертационной работы. Диссертация состоит из введения, 
трех глав, заключения и библиографического списка. Полный объем 
диссертации составляет 142 страницы, включая 72 рисунка и 3 таблицы. 
Личный вклад автора. Все основные результаты работы получены лично 
автором, научному руководителю принадлежит постановка задачи и 
обсуждение результатов. Использованные материалы других авторов помечены 
ссылками. 
ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
Во введении показаны актуальность темы, объект и предмет исследования.  
Формулируется цель работы, и изложена научная новизна диссертационного 
исследования. 
В первой главе «Обзор литературы. Основные понятия и определения» дан 
краткий обзор работ известных отечественных и зарубежных ученых, 
посвященных изучению потока в сети.  
В разделе 1.1 «Задача поиска максимального потока на графе» 
исследованы работы, в которых изучается максимальный стационарный поток. 
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Кратко описана история развития алгоритмов решения задачи, представлен 
список наиболее известных алгоритмов. Даны основные определения и 
теоремы, применяемые при исследовании стационарных потоков. 
В разделе 1.2 «Обзор задач о динамическом потоке» анализируются 
исследования динамического потока на графах, и показаны области его 
применения. Приведены основные определения и теоремы, используемые в 
дальнейшем. 
В разделе 1.3 «Основные подходы к решению задач на графах с 
нестандартной достижимостью» описываются подходы к решению основных 
задач на графах с нестандартной достижимостью. Приведены несколько видов 
ограничений на достижимость, рассматриваемых в работе: графы с 
накоплением неубывающей магнитности; графы с условием вентильной 
достижимости; достижимость на графах с условием барьерного перехода; 
ограниченная магнитная достижимость; ограниченная монотонная 
достижимость. Для этих видов достижимости приведены определения, правила 
построения вспомогательного графа, теоремы об эквивалентности путей на 
исходном и вспомогательных графах. Кратко описаны предыдущие результаты 
исследования потока в сетях с дополнительными ограничениями, в том числе 
приведен алгоритм прорыва, используемый ранее для поиска максимального 
потока в сетях с дополнительными ограничениями на достижимость. 
Во второй главе «Поток на графах с нестандартной достижимостью» 
автором исследуются потоки на графах с нестандартной достижимостью. Надо 
сказать, что в других работах не дано строгого определения потока в сетях с 
барьерной достижимостью. Соискателю потребовалось расширить определение 
потока. В отличие от классического случая, где важна только величина потока, 
входящего в вершину, в случае нестандартной достижимости этот поток может 
быть разного вида в зависимости от пройденного им ранее пути. Поэтому поток 
определяется как множество пар. Каждая пара – путь из источника в сток и 
величина потока по этому пути. 
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Пусть   – некоторый путь на графе G , u  – некоторая дуга графа G . 
Обозначим ),( uB   количество раз, которое путь   проходит по дуге u . 
Определение 19. Стационарным потоком на графе ),,( UVG  
называется множество пар 
N
iii p 1)},{(  , удовлетворяющее условиям: 
UuucuBp
N
i
ii 

),(),(
1
 , 
где i  – допустимый путь на графе G  из источника s  в сток t ; 
Qpi  – 
величина потока по пути i ; 

N
i
ii uBp
1
),(  – поток по дуге u . 
Будем называть 

N
i
ip
1
 – величиной потока. 
В силу теоремы о декомпозиции потока это определение является 
эквивалентным классическому определению при отсутствии дополнительных 
ограничений на пути. 
Сходным образом (но для решения другой задачи) поток определяется в 
динамических сетях. Как следует из теоремы о декомпозиции потока, новое 
определение эквивалентно классическому для графов без дополнительных 
ограничений. Так же, как и в классическом случае, для графов с конкретными 
видами ограничений можно построить определение потока в виде системы 
уравнений и неравенств. Такое определение дано в разделе 2.2 «Поток в сети с 
барьерными ограничениями на достижимость». 
Далее рассматривается поток в сетях барьерными ограничениями на 
достижимость, и приводится существовавшее ранее решение (алгоритм 
прорыва). На примере показывается, что на некоторых графах (даже без 
барьерных ограничений) алгоритм прорыва может не находить максимального 
потока. В данной работе автор строит алгоритм на основе алгоритма Эдмондса-
Карпа, обходящий существовавшие ранее ограничения (алгоритм 2). Однако 
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построенный далее пример показывает, что и этот алгоритм не всегда может 
найти максимальный поток (пример 3). 
В разделе 2.3 «Обобщение алгоритма поиска максимального потока на 
графы со связанными дугами» анализируются причины, по которым 
алгоритмы, основанные на поиске увеличивающих цепей (такие как алгоритмы 
Форда-Фалкерсона и Эдмондса-Карпа), могут не находить решения. 
Рассматривается поток на вспомогательном графе, построенном по исходному 
графу, в котором все пути разрешены. При построении вспомогательного графа 
могут появляться связанные дуги – дуги, суммарный поток по котором 
ограничен. Поэтому потребовалось изменить определение величины разреза на 
таком графе. 
Пусть дан граф ),,( UVG , V  – множество вершин, U  – множество 
дуг, VVU : , причем множество дуг разбито на k  попарно 
непересекающихся подмножеств 
k
iiUB 1}{  , 
k
i
iUU
1
 , 
jijiUU ji  :, . Назовем BU i   подмножеством связанных дуг. 
Пусть задано отображение 
 RBc :  – пропускная способность множества 
связанных дуг. 
Определение 22. Назовем величиной разреза ),( TS  графа со связанными 
дугами следующую величину: 



iUTS
iUcTSc
),(
)(),( , 
т.е. сумму пропускных способностей всех подмножеств связанных дуг, 
пересечение которых с разрезом непусто. 
Утверждение теоремы Форда-Фалкерсона о том, что величина 
максимального потока ограничена сверху пропускной способностью 
минимального разреза, справедливо и для нового определения разреза. Однако 
на приведенных примерах (примеры 4, 5, 6) показано, что второе утверждение 
теоремы Форда-Фалкерсона о том, что существует поток, величина которого 
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достигает величины минимального разреза, не выполнено. На основании этого 
делается вывод о неприменимости алгоритмов поиска максимального потока, 
основанных на поиске увеличивающих путей. 
 В данном разделе автором строится новый алгоритм (алгоритм 3) поиска 
максимального потока для графов со связанными дугами. Построенный 
алгоритм не всегда находит максимальный поток на графе со связанными 
дугами, но возможно применить алгоритм к графу, заранее не зная, построит ли 
он максимальный поток, и если величина полученного алгоритмом разреза 
совпадет с величиной полученного потока, то алгоритм нашел максимальный 
поток. Однако, если величина разреза больше величины полученного потока, то 
это не означает, что полученное решение не оптимально. 
В разделе 2.4 «NP-полнота задачи нахождения максимального 
целочисленного потока с ограничениями на достижимость» показано, что 
задача поиска потока на графах с дополнительными ограничениями на 
достижимость может быть NP-полна для некоторых видов достижимости. Для 
доказательства этого утверждения построен специальный вид достижимости – 
NP-достижимость. 
Пусть множество дуг исходного графа разбито на 5 подмножеств: 
54321 EEEEEU  . 
Определение 23. Путь   будем называть NP-путем, если выполнено 
условие: 
1||,...,1[  n  
  ))]))))((((())(,:(( 221 EnpEmnmNm  
])1([ 2En   . 
Иными словами, если путь до n -го шага проходил по дугам из множества 
1E , и среди выходящих дуг из концевой вершины n -й дуги есть хотя бы одна 
дуга из множества 2E , то )1( n -я дуга обязана быть из множества 2E . 
Для доказательства теоремы об NP-полноте задачи нахождения 
максимального потока в сети с NP-достижимостью нужно различать только 
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подмножества дуг 1E , 2E  и 543 EEE  , т.е. различать дуги подмножеств 
3E , 4E  и 5E  не требуется. Разделение на 3E , 4E  и 5E  введено в определение 
NP-достижимости для удобства доказательства следствий из NP-полноты 
задачи для NP-достижимости, а именно, NP-полноты задачи для конкретных 
видов ограничений (магнитной, барьерной, вентильной и монотонной). 
Решение задачи 3-SAT сведено к нахождению  максимального потока в 
специально построенном графе с NP-достижимостью. Доказана следующая 
теорема: 
Теорема 9. Задача нахождения максимального потока в сети с NP-
достижимостью NP-полна. 
Показано, что решение задачи о максимальном потоке на графе, 
построенном в теореме об NP-полноте с NP-достижимостью, эквивалентно 
задачам на том же графе для сетей с барьерными ограничениями на 
достижимость, вентильными ограничениями на достижимость (при 2k ), 
магнитными ограничениями на достижимость, монотонными ограничениями на 
достижимость. Доказаны следующие следствия из теоремы 9. 
Следствие 1. Задача нахождения потока максимальной величины в сети с 
барьерными ограничениями на достижимость (при 1k ) NP-полна. 
Следствие 2. Задача нахождения потока максимальной величины в сети с 
барьерными ограничениями на достижимость (при 1k ) NP-полна. 
Следствие 3. Задача нахождения потока максимальной величины в сети с 
вентильными достижимостями (при 2k ) NP-полна. 
Следствие 4. Задача нахождения потока максимальной величины в сети с 
вентильными достижимостями (при 2k ) NP-полна. 
Следствие 5. Задача нахождения потока максимальной величины в сети с 
магнитными достижимостями (при 1k ) NP-полна. 
Следствие 6. Задача нахождения потока максимальной величины в сети с 
магнитными достижимостями (при 1k ) NP-полна. 
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Следствие 7. Задача нахождения потока максимальной величины в сети с 
монотонными достижимостями (при 2r ) NP-полна. 
Следствие 8. Задача нахождения потока максимальной величины в сети с 
монотонными достижимостями (при 2r ) NP-полна. 
Для задачи поиска потока максимальной величины в сети с вентильными 
достижимостями при 1k  и для задачи поиска потока максимальной 
величины для графов с ограниченными магнитными достижимостями 
построены полиномиальные алгоритмы нахождения максимального потока. 
Доказаны следующие теоремы: 
Теорема 10. Задача поиска потока максимальной величины в сети с 
вентильными достижимостями при 1k  может быть решена за 
полиномиальное время. 
Теорема 11. Задача поиска потока максимальной величины для графов с 
ограниченными магнитными достижимостями может быть решена за 
полиномиальное время. 
Таким образом, ряд задач поиска максимального потока на графах с 
нестандартными достижимостями разбит на два множества – те, для которых 
доказана NP-полнота, и те, для которых приведены полиномиальные 
алгоритмы. Полученные во второй главе результаты объединены в таблице. 
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Таблица 
NP-полнота задачи нахождения максимального потока на графах  
с дополнительными ограничениями на достижимость 
Вид ограничений 
на достижимость 
Параметр задачи Сложность задачи 
Барьерная 
достижимость 
Nk  Задача NP-полна (следствия 1 и 2) 
Вентильная 
достижимость 
Nk , 2k  Задача NP-полна (следствия 3 и 4) 
1k  
Приведен полиномиальный алгоритм 
(теорема 10) 
Магнитная 
достижимость 
Nk  Задача NP-полна (следствия 5 и 6) 
Монотонная 
достижимость 
Nr , 2r  Задача NP-полна (следствия 7 и 8) 
1r  
При 1r  совпадает с задачей без 
ограничений.  
Ограниченная 
магнитная 
достижимость 
Нет Приведен полиномиальный алгоритм 
(теорема 11) 
 
В третьей главе «Динамические потоки в сетях» рассматриваются 
динамический поток на графе и ограничения на величину максимального 
динамического потока. Вводится понятие средней величины потока. 
Определение 27. Пусть дан интервал времени ZTT ];[ 21 , 
01= 12 TTT . Назовем T
TfV ),(
 – средней величиной динамического 
потока на промежутке ZTT ];[ 21 . 
В диссертации доказана следующая теорема. 
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Теорема 12. Средняя величина динамического потока f  в сети G  за 
время T  не может превосходить величины максимального стационарного 
потока. 
Приведен пример (пример 8), который показывает, что величина 
динамического потока может в некоторые моменты времени превосходить 
величину максимального стационарного потока. 
Далее рассматривается, насколько динамический поток может превышать 
среднюю величину потока. Вводятся определения максимального всплеска в 
сети и максимального объема сети. 
Определение 29. Назовем максимальным всплеском в сети G  величину 
)(max=
,
tQW f
FfZt


,  где  F   –  множество всех динамических потоков на 
графе G . 
Максимальный всплеск – максимальная величина потока, которая может 
достигаться в стоке в какой-то момент времени, не заданный заранее. 
Определение 30.  Назовем объемом потока f  на графе ),,,( cEVG   в 
момент времени t  величину ),(=)( teftA
Ee
f 

.  
Таким образом, объем потока в момент времени t  – это сумма величин 
потока на всех дугах сети в данный момент времени (объем «вещества», 
находящегося в сети в этот момент времени). 
Далее решаются две задачи. 
1. Нахождение максимального всплеска на графе. 
2. Нахождение динамического потока, имеющего максимальный объем. 
Построены алгоритмы решения задач: для первой задачи – алгоритм, 
названный нами алгоритмом Эдмондса-Карпа с обратным поиском; для второй 
– алгоритм 4. 
Доказаны следующие теоремы. 
Теорема 13. Алгоритм Эдмондса-Карпа с обратным поиском находит 
максимальный всплеск на графе G . 
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Теорема 14. Алгоритм 4 находит поток, имеющий максимальный объем. 
Для алгоритмов, разработанных в диссертационной работе, автором на 
языке C# написана реализующая их программа “Моделирование потоков с 
ограничениями на достижимость” (прилагается к диссертации на компакт-
диске). Программа позволяет визуализировать представленные алгоритмы и 
выполнять их по шагам. В процессе работы алгоритмов можно наблюдать за 
конвертацией графа, изменением меток вершин и дуг графа и основными 
переменными алгоритма. 
В программе реализованы предложенные автором алгоритмы поиска 
максимального потока на графах с барьерными ограничениями (алгоритм 2 в 
диссертационной работе), поиск максимального потока на графах со 
связанными дугами (алгоритм 3), алгоритм поиска максимального всплеска и 
алгоритм поиска максимального объема сети. Программа позволяет 
перестраивать графы с вентильными достижимостями (при количестве 
вентильных уровней 1k ) по правилам, предложенным автором в теореме 10, 
и перестраивать графы с ограниченными магнитными достижимостями по 
правилам, предложенным автором в теореме 11. Как показано в 
соответствующих теоремах, подобное перестроение позволяет решать задачу о 
потоке на графах с вентильными (при 1k ) и ограниченными магнитными 
достижимостями за полиномиальное время. 
Помимо алгоритмов, предложенных автором, программа реализует 
алгоритм Эдмондса-Карпа и позволяет перестраивать графы с магнитными, 
вентильными, барьерными, ограниченными магнитными и монотонными 
достижимостями по правилам, предложенным ранее. 
В заключении приведены выводы о проделанной исследовательской работе 
при решении поставленных целей и задач диссертационной работы, 
обоснованность положений, выносимых на защиту. 
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